제 8 장 각운동량 (410841247 1/40170670 ㅁ 10470) 


8.1 각운동량 연 산 자 와 고 유 상태 


(^2708 비 37 1/4407006701401 (0006123107 300 6 61800813168) 


ㆍ 궤도 각운동량 연산자 (21131 41084147 14010610[410 (00672107) 


의 
전 역 학 에서 각 운 동 량 (&1084187 1401016014701) 은 기 준 점 으 로 부 터 의 입 자 의 위치 7 과 운동량 
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이러한 각운동량 성 


현 은 다 음 과 같이 하 나 의 식 으로 통합 
시그 시가 22160=1.2.8: 
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순환 이 261004[30020) 은 동일한 을 준 다 (6123 6091 ㅅ ㄴ ㅠ …). 세 지 표 들 중 


에 두 개 이 상 이 같은 경우 6- 텐 서 의 값 은 영이 된 다 (6112 - 69240 ,…). 

이 제 부터는 계산 표 현 을 간 단 하게 하기 위하여 동일한 지 표 들이 두 개 이상 있으면 함 을 의 
미 하 는 아 인 슈 타 인 의 합 규 약 (8106[610'8 8140170031100 ㅁ 000 ㅠ 61011027) 을 써서 각운동량 성 분 ( 연 
산 자 ) 들 사 이 의 교 환 관 계 를 계 산 하여 보면, 다 음 을 얻는 


14, '” = 160 시 20621 9 2201 ~" 일거 턱 이 니 0 27727? “2 201 
드 이 097 12 12: 220! ㅜ ^, 개 2 
여기서 [2020] 0 [0 2,] ㅋ 0. 27.2.] = 870,, 의 교 환 관 계 식 을 적 용 하고, 6- 텐 서 의 


] = 주 요 궁 의 시 으 
성질 6.) 터 티 - 000- 04 아 기 다 790 900 을 자 용 하면, 위 식은 다 시 " 다 
음 과 같이 쓸 수 있 

054] = 07 7220072.27 260 7 009 2.2.0 


^ 0“ = 0, 272, 17 6, = 0000 020 
= - 220 = 644 
맨 마지막 단 계 에 서는 = 67412, 의 관 계 를 대 입 하 여 2,2,-24,2,=- 64, 임을 
보일 수 있다: 6496 9~ 이가 1091 아 이이 이게 22 이 22 - 


커 16 
이 상 은 우 리 에게 고 전 역학적 (궤도) 각운동량 연 산 자 의 성분 표 현 에 위 치 와 운동량 사 이 의 
양 자 역학적 교 환 관 계 식 을 적 용 하면 다 음 의 교 환 관 계 식 을 만 족 함 을 보여준다 

|. 시 ㅋ 86002 02.4=1.2.9 
즉 |... /,]= 222. 0, /.]= 22 2. 14.,. /.] = 24 4, 의 교 환 관 계 식 이 성 립 한다 


ㆍ 각운동량 연 산 자 의 정의, 고 유 상 태 와 고 유 값 


(^20814187 /10170167014101 (0006123101 300 116 018060613166 300 01860 ㅠ 31468) 


고 전 적 인 퀘 도 각 운 동 량 의 성 분 들을 양 자 역 학 적 으로 표 현 하여 우 리 가 위에서 얻은 퀘 도 각 
운동량 성 분 들이 만 족 하는 교 환 관 계 식 을 일 반 화 하여 이제 우 리 는 양 자 역 학 적 인 각운동량 연 
산 자 를 퀘 도 각운동량 연 산 자 의 교 환 관 계 식 과 동일한 식 에 의하여 정 의 하고자 한다. 즉 , 각 
운동량 벡 터 를 ./ =1.+74,+*& ㅅ 로 정 의 하고 그 성 분 들 은 다 음 의 교 환 관 계 식 에 의하 
여 정 의 되도록 한다 

0. = 222... 2, 00] = 9220, 12.. ]1= 222, . 
여기서 각운동량 연 산 자 는 물리적 관 측 량 (0117~51031 01056173116) 이 므로 에 르 미 트 연 산 자 가 
되어야 하고 이는 /,, /,, /。 를 2, (8=1,2.3 로 표 시 하면 4) = ./, 로 쓸 수 있다. 그 
리고 각 운 동 량 을 정 의 하는 위 의 세 교 환 관 계 식 은 다 음 과 같이 하나로 표현할 수 있다 

[60] = ㅋ 0860 262.6=1.0.9 
이제 각 운 동 량 의 크 기 에 5 학 각운동량 연 산 자 의 제 곱 은 다 음 과 같이 쓸 수 있다 
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연 산 자 는 서로 가 환 (6020 ㅁ 70466) 임 을 알 수 
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(6 + 20000 = 
한편, 두 연 산 자 의 가 환 은 두 : 이 ' 공 동의 고 유 상 태 를 가질 수 있 음 을 의 미 하 므로 
7 "은 /, 는 공 통 의 고 유 상 태 를 가질 것이다. 하지만 /., /,, ,/, 들은 서로 간에 가 환 이 


아 니 므 로 우 리 는 각 운 동 량 의 세 성 분 들 중 하나만 선 택 하여 
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갖도록 기 술 할 수 있다. 이제 우 리 는 관 습 적 으 로 / 2 /, 를 가 환 연 
06010201616 56 01 0010710141108 _0200131078) 으 로 취 ㅎ 


3 고 
찾 도록 하겠다. 이 경우, ,, /, 는 ^" , /, } 연산자 집합과 공 동 의 고 유 상 태 를 가질 수 
게 된 한 


4. = 긍 + 에: 000 
이를 사 용 하여 우 리 는 다 음 의 교 환 관 계 식 을 얻는다. 
701 = 1402+8.5.2.]= 142. 2.]1+120.. 221 = - ㅡ 222 -2202= -78221 , 
11= 14800 1202.41. 2 = 으시 8! 
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한편, [2 2.]=[2 32.+821= =[7 "2. -0/1=0 
= 기기 아제 기 = 278. 이 된다. 


이제 4” 를 ., 2, 대 신 에 /,, / 를 사 용 하여 다 음 과 같이 표현할 수 있다. 


주구 
를 만 족 하고, 


~ 1 1 
= = 우 아 +06+2)- 우 -206-0/) +. 


2. +//)+^=2./+022+2^ = 2 -7222+ 27 
두 번째 줄 에서 우 리 는 |/, ,/ ] = 28... 의 관 계 를 사 용 하 였다. 
이제 이러한 교 환 관 계 식 들 로부터 가 환 연산자 집합 { / ”, /,} 의 고 유 상태 특 성 에 대해 알 
아 보 자. 이를 위해서 우 리 는 ,/, 의 고 유 상태 ,, 이 다 음 의 관 계 를 만 족 한다고 가 정 한다. 
여기서 72 은 주어진 어떤 상 수 이다. 이제 [/,,/.]= -#.2, , 14 ,.]= 7 의 관 계 를 사 
용 하 면 0, 에 ./， 를 작 용 하고 다시 ,/, 를 작 용 한 ./, ./, 0, 은 다 음 과 같이 주어진다. 

206, = 2. 4 +. )0, = 기 0220) ㅜ 22. 0 = (022 + 20 2 2. 0, 

이는 주어진 가 정 으로부터 2/,@,, 이 ,/, 의 고 유 상태 0, ,, 에 비 례 함 을 보여준다. 즉 , 2, 
연 산 자 는 ,/, 의 고 유 상태 @, 을 고 유 값 이 한 단 위 (》) 증가한 ./, 의 고 유 상태 @, 」; 으 로 
환 시 켜 주는 역 할 을 한다. 이와 같이 고 유 상 태 를 한 단계 올리는 연 산 자 를 우 리 는 올 림 연 
자 (7316108 02078101) 라 고 한다. 마찬가지로 0,,。】 에 ,/ 를 작 용 하 고 다시 4. 용 한 
/,/_0,, 은 다 음 과 같다. 
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720, 0 /.-7822/7_)0,,= 072 2 -72 2 )0,= (0272 - 17082 2. 0, 
즉 20 의 고 유 상태 0, _, 에 비 례 하 고, /_ 연 산 자 는 ./, 의 고 유 상 태 를 한 단계 
내리는 역 할 을 한다. 그러므로 우 리 는 ,/_ 를 내 림 연 산 자 (10\6108 000723101) 라 고 한다. 
한편, / ” 와 ./, 는 가 환 이므로 두 연 산 자 가 공 통 의 고 유 상 태 를 가진다고 하였는데, 이 


는 다 음 과 같이 쉽게 볼 수 있다. [/ "10 =0, 즉 2?2.0』= ㅅ 2 "0, 에서 
27270 =0822”0, 이므로 /2?0.= 1750 ”0 이 됩 을 알 수 있다. 이는 
2 ”0, 이 /, 의 고 유 상 태 로서 @, 에 비 레 함 을 의 미 한다. 여기서 그 비 례 상 수 를 《 라 고 하 
면 이는 항상 영 보 다 크다. 이는 다 음 과 같이 볼 수 있다. 2 ”?0,,= ㅎ @,, 으로 놓으면, 


<0@.1230.> == < 게 6 ㅋ 비기 20 
제 곱 은 어떤 상 태 에 대해서도 그 기 대 값 이 영 보 다 크 거 
나 같아야 하기 때 문 이 다: 「 10>=<4'0…140>=<40140> = 0 
그러므로 이제 우 리 는 *=#” 이라고 놓겠다 2 ”0,,= 78", 
그런데 위에서 <, 10, > = 00209)" 이고 <, 2106. > 91 시 10, > 
도 꼬 두 영 보 다 ~ 크 거나 같 으 트 로 7147 > 0001” 이 됩 을 ' 알 수 .% 다 주 141 츠 101 91 다 . 
여기서 ./. 는 에 르 미 트 연 산 자 이므로 '71 은 실 수 이 다. 그런데 이 실수 0" 크 기 가 어떤 주 
어진 실 수 값 |&| 보 다 클 수 없 음 을 위 관 계 는 보여준다. 즉 , -|44| 으 2 = | ㅅ | 의 관계 


만 족 한다. 때문에 '7 이 가지는 최 대 값 과 최 소 값 을 각각 17 ., 10, 이라고 하면, 


시 = 0, 20, =0 이 만 족 되어야 한다. 이는 2, / 가 각각 올 림 과 내림 연산 
자 로 서 ,/, 의 고 유 상태 @,, 의 77 값 을 각각 하나씩 올 리 거나 내려야 하는데 ㅠㅠ 
의 경 우 는 더 이상 올 리 거나 내릴 수 없기 때문에 모 순 이 없 으 려면, 
10, =0, 2.0,, =0 이 되어야 한다. 이러한 관 계 를 적 용 하여 0, 에 을 


적 용 하면 다 음 과 같이 된다. 
270. =(02.+8+2)00 = 07+0..000 


7 


= 0 +1)82?10 
여기서 2. = / 로 좋으면 210 00070, . 도 을 수 히다 
마찬가지로 #, 에 대해서도 동 일 하게 계 산 하면, 


9 2 = (07 +-007)0 


= 7 02 -1) ^ 0 
이 된다. 그런데 / ” 와 ,/. 는 서로 가 환 이므로 ,/ 의 작 용 에 의한 고 유 상 태 의 변 화 에 대 
해 / "의 고 유 값 은 바뀌지 않는다. 즉 , 0, 에 를 거듭 작 용 시켜 0, 로 변 화 시 
켜 도 이 상 태 들 에 대한 / "의 고 유 값 은 바뀌지 않고 등 
이 볼 수 있다. 교 환 관계식 [/ ",/.10,,=0 에서 "의 고 유 상 티 를 2 ?0,,= <, 로 


으면 2?2.0.,=/, 7 ”0.,= ㅎ 2. 0, 이 되어 0,, 과 0, 은 동일한 고 유 값 를 





시 


> > 
갖는  ? 의 고 유 상 태 임을 보여준다. 그러므로 0, 과 0, 은 .,/ “에 대해 동일한 고 


유 값 을 갖는다. 즉 , 116 +1)0"= 00007 히 되어야 한다. 이는 
7727 


이 = - 1. 이 되면 만 족 되므로, 0. = - ㅡ ) 이 된다. 이 로 부터 우 리 는 위에서 언급 
한 의 범 위 가 -2 으 까 으 ) 가 되어야 함 을 본다. 그런데 1. = 24 이고 
4, 과 7 은 1 의 정수 배 만 큼 차 이 가 나 므로 2) 는 정 수 이어야 한다. 그러므로 ) 는 
정수 또는 반 정 수가 되어야 한다: 0= 이 극구 
이상의 결 과 를 정 리 하면 다 음 과 같다 
2 ” 과 ./, 두 연 산 자 는 공 통 의 고 유 상 태 를 가지며 각 각 의 고 유 값 은 7()+1)8” 과 
777 로 주어진다. 여기서 공 통 의 고 유 상 태 를 두 가지 양 자 수 를 모두 표현한 0, , 으로 쓰 
면 다 음 의 관 계 를 만 족 한다 
200, =710+100, , 20. 17720. -2 츠 끄 즈 7 0= 이 즉 4 응 나 ) 


위에서 우 리 는 2, 나 / 가 ,/, 의 고 유 상 태 를 한 단계 올 리 거나 내리는 역 할 을 하 
다. 2 0, 는 0,0+1 ㆍ ㅅㅅ 00 는 디 0; 021 " 
이제 그 비 례 상 수 들을 구하여 보자. 먼저 2,0,,= <, ,, 0, 1 로 놓으면 
더 0140, = 1" < ;..+11.7.+1 00 12" 
이 되고 <... >=<98122.0..> 이 23=2240+82+ 게 
대 입 하면 
<2 입 이 기 이시 = 060 ?224-2106 > = 207+100?0-72002-0000 
이 되어 (7 =867700+1)-1007017+1) 을 얻는다. 
이이 70108 이 
동 일 하게 2200, 01 로 줄기 스마 10200 00. > 
1 0 = 2 +. - 22 을 적 용 하면, (1 =677 0 구 1) 0001) 을 언 는다 
스 08.=0070710 00190, 
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